Formulaire de calcul tensoriel

1. Tenseurs

Soit B =(€,) _

i=

5 base orthonormée directe cartésienne de R*.

@}

3
Soit le vecteur U =uge =Zuiéi (convention de sommation de lindice répété),
—

11

représentant la vitesse d’un point par exemple. Soit p un scalaire (pression par

exemple).

Le vecteur 4 est un tenseur d’ordre 1. Le tenseur d’ordre 2 est une matrice.

A= [ AU] . Le produit d’'une matrice par un vecteur est un vecteur :
g 1i,j=1,2,3
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Double contraction :

N
sol]]
S

3 3
= ZZA{].BU est un scalaire.
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Produit de deux matrice :

N ) est une matrice.
kR ) =123

U®v = [uv] est une matrice
i,j=1,2,3



2.  Opérateurs

2.1. Coordonnées cartésiennes
B =(%,7,7)

U =ul + vy + wZ

Gradient :
grad p = a—pa'c’ +a—p§ + a—pz est un vecteur.
or dy 0z
u o]
grad u dr dy 0z
grad v =| grad v | = ﬁ % @ est une matrice.
or dy 0z
grodw] 0w duw Juw
| dz  dy 0z |

Divergence :

Ju Jdv Jw

+ — + — est un scalaire.

z dy 0z
0A  0A, 9A

T, Ly zZ

- + —
div A, ox oy 0z

div v = tr(gmd 17) =

= - 0A J0A 0A 0A
div(A) =|diwv A |= e .y = Y est un vecteur.
! ox oy 0z )

div AZ A aAzy oA

2T 24

+ +
ox oy 0z

Laplacien :
. (—— ’p d’p Ip .
Ap =d dp)= + + est un scalaire
b w(gm p) or®  dy° 097
R N R N o’u
ox®  dy® 097
. 2 2 2 82 _

Av = div(gmd T;) = J 12) + J ?2} + J ?2} = S est un vecteur.
Jdxr® Jdy°- 0dz axjax] L
dw Pw w
or®  dy° 0%




Rotationnel :

a1 (ow aw) (au Bw)# v o).
rot v=|—|Alv|=|———|T+|———=—|J+|———|Z
oy dy 0z dz O or Jy

w

Taux de déformation :

du 1(9u v 1(8_u+a_w)'
dr 2\dy dx) 2\dz Odz
D= gv 1fdw  dv
oy 2\ dy 09z
sym dw
Y 0z
Remarque :

L’opérateur gradient augmente ’ordre du tenseur, 'opérateur divergence le
diminue et le laplacien le laisse inchangé. Le rotationnel ne s’applique qu’a un

vecteur.

2.2. Coordonnées cylindriques

U =106 +v,6, + 0.,

Gradient :

_ op. 1lodp_. Odp_
dp=—¢ +——L¢ +—
VR P



a/UT l%_v_‘g a/Ur
dr rd60@ r 9z
rad 5= 1%% v 9%
dr rd0@ r 9z
v, lavz v,
| or r 00 0z |
Divergence :
= 0
div v = tr(grad T)) = dv, +l&+v_r du,
Jdr rad8 r 0z
Laplacien :
(= dp 1dp 1 9°p 9°p
Ap=d dp)=SP, 20, ~ 0P 0P
g w(gm p) or’* rar r’ad@* 97’
Rotationnel :
o (L0 DY  (Bn D) 1%
rdf 0z dz or )% r\ or
Taux de déformation :
9y (10 Y, 0 (3, 2u) _
Jor 2\rd@ r Or 2\ dz or
D= Lo, o 1(19v. 9y,
r\d8 r 2\r 00 9z
sum, v,
’ 0z

2.3.

B~

€€,

€y
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Coordonnées sphériques




Gradient :

gradp:a_pér+la_pég+ 1 a_pa//
ar r 06 rsin@ dy
_ayr l%_y_g 1 %_U_W -
Jdr rad@ r rsin@dy r
grad v = 9 laﬁ_Fﬂ 1 du,  v,cotgd
or rad6 r rsin@ dy r
a& lavu/ 1 Jy, N v,cotgl
| or r 06 rsinf oy T r

Divergence :

ia(r%r) 1 a(vgsinﬁ) 1 dy,

divﬁztr(grad 17): 5 +— +—
r°or rsin @ 00 rsin@ oy

Laplacien :
2
Ap = dz‘v(gmd p) :%i(ﬁ a_p)_'_ 5 1 i(siné’a—pj+ 5 1 8_p2
r*dr\ dr) r°sin@ dé 00) r°sinf oy
Rotationnel :

rot v = ! [%(rsinﬁvw)—a(ar%)]ér+ ! (avr—ai(rsint%y/)jé’g+l

7’ sin v rsin@\ dy  Jr

r

Taux de déformation :

v, 1[18% v_9+avg} 1( 1 Oy, %ﬂi}

or 2 2

rd@ r OJr 2\ rsin@ oy r  Oor
D= laﬁ_Fﬂ 11 9y, +lav,,, _ y,cotgd
radg 2\ rsin@ dy r 96 r
sym 1 dy, NG v,cotgl

rsin@W r T

|

d(rv,)

or

_av

20

74



Relations usuelles

grad (Ap) = A(grad p)

grad(fg) = fgrad(g) + ggrad (f)

grad(pu) = pgrad (i) + u ® grad p

grad (i.v) = (mT (ﬂ))?} + (gmd (

T

!

div u = tr(gmd ﬁ)

div(Au) = A(div 4)

div(rot i) =0

div(pii) = pdiv i + d.grad p

m(pj) = p%(A) +ZW D

%(plg)=mp

div(D) = Ad + o (rof i) = %W(dw i) +%Aﬁ

(@) =~ ot (7ot )

Ap = dz‘v(m p)

Aii = div (grad @) = grad (div ) - o (rol @)

A(fg) = fAg + gAf +2grad f.grad g

A(pi) = pAu +ﬁAp+2(g7’ad ﬁ).gmd P

rot (grad p) =0

rot (A i) = A(rol i)

rol (pii) = p.rot ﬁ+(g7‘ad p) AU

rol (i A ) = tidiv T — tdiv @ +

grad

U

o

grad v

) i




4. Equations de Navier-Stokes en incompressible

Continuité :

div v=0

Navier-Stokes (Quantité de mouvement) :

a—v+(gmd 17)17=if—igr7ip+vm7 , v=H
dt p P P

4.1. Coordonnées cartésiennes

Continuité :

Ju Jv ow
—+—+—=0
or dy 0z
N.S.:

T

1 1 dp d’u  J’u  Ju
—f——=—+v +— +
yo, p oz dor>  9y° 07
v v v v 1 1 dp v v 9d™w
— tw—=—f ———+v +—+
P 0 Jy or®  9y° 07
ow ow ow ow 1 1dp dw Pw w
v— + =—f-———tV| 5ty t+—
ot ox dy dz  p p dz o~  Jdy- Jz

4.2. Coordonnées cylindriques
Continuité :

dv, 10v, v w
~+— +—=+-—+=0
or rdf dz r

N.S.:




v, dv, U, dv, du, v 1 1 dp v, 19 9 1dv, 29y, v
T, T, ——— ==L =TV 2 9 2 2 - ) -

ot or r 26 dz r p por or r>d0° dz° radr r° 960

v dv, v, dv dv, 0,9, 11dp

v ov, U, dv av, 1 1 dp {821)7 1 0w, d, 1 81}7}
- +v - a4 - — + + -

=+ +—=—= +
ot "dr r a0 “0dz p7 poz or’  r*96° 92 r or

4.3. Coordonnées sphériques

Continuité :

v, N 1 dv, 1 dy, +2i+ v,cotgd 0

o
or r d60 rsin@dy r r
N.S.:
BUT_H} avwv_gav”r v du, vty 1, 1dp
ot " dr r 00 rsinfoy r p por
d’v, 1 9% 1 0%, 20dv,  cotgfdv, 2 Jv, 2 dy, 2
i R RS i a— yto ot e I —— -
ar®  r > d0° rsin"@dy" r Jr r 0960 r°d6 r'sin@dy r
dv, o dv, v_ga% LY dv, L0 v,2cotg & _ 1, 119
ot " odr r 00 rsin@dy r r p? praod

1 d zavg N cotgf dv,  2cos@ I, +zavr B

6

Y%

2v,cotgl

r

+ + +
or’  r’ 90> r’sin*@dy® r or r* 960 r’sin*@dy r’ 90 r’sin’ 0}

2 2
H{B v, ia v,

avw T avw +v_gavy, N v, avw N 0,0, N v, weotgd _ 1 1 ap
174

ot " dr r 96 rsin@idy 1 r P _prsinﬁw

v

1 9% 20y, N cotgf v,  2cos@ Iv, N 2 dv,

[

v

;

r

|

e + + -
or’  r* 96° r’sin®@ 9y’ r or r* 90 r’sin@dwy r’sin*@ oy r’sin’ 6’}
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